
Fonctions

L'option "mathématiques complémentaires" propose une approche vulgarisée des principales notions de

urathématiques dont vous pourrez avoir besoin dans 1a suite de votre cursus. Ce cours coltiendra doric
beaucoup d'approches "intuitives" des notions. Pour la définition rigoureuse de ces notions et ia preuve des

théorèmes présentés, reportez-vous all côurs de spécialité mathématiques, rlisponible sur
http : //bardou.maths.free.lï.

1. Composition de fonctions

Déf inition 1.1 Dire que l'on "compose" des fonctions signif ie que I'on les applique les unes à la suite des
autres.
Par exemple, la Tonction Hitl : '"f;' *J est la composée de la fonction i t-Y) : vT et de la fonction
g(r") -;r3 f 1. On dira que H est la composée de "f et de g, et on notera l{ : J " 9.
ll suff it de se dire que "/ o s" signif ie " i de s" et on a la bonne déTinition.
Dans notre exemple, on a pris la racine carrée (f) de "r3 -r 1".

Exercice 1.1 Je vous donne la fonction I et la fonction g, écrivez la composée T " g lf "de" 93 :

1. "f(x) 
:
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2. Continuité
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4. "même pas cap" :/(X) : X', s(a) h("):3r*2._1

u'fosoh(r): ..iL'ÿ'i
W+ZJ

A. Définition, premiers exemples

Définition 1.2 lntuitivement, dire qu'une fonction est continue signifie que l'on peut dessiner sa repré
graphique "sans lever le crayon".

Définition 1.3 On appelle fonctions polynômes les {onctions qui sont "fabriquées uniquement à base
de puissances de r", comme 1,r0 - j.r:5 -ç 7t2 - 8. 5.r: * :r par exemple ).



Propriété 1.1 Les fonctions polynômes, inverse, racine carrée et exponentielle sont continues partout où
elles sont définies, ainsi que les fonctions obtenues par somme, produit et composition de ces fonctions.

Exemple 1.1 Lesfonctions poiynôme, comme Jft): ft'6 6:r,2 + i, sonlcontinuessurDr: m.. De même
§ow lesTonctions exponentielles.
Les fraetions rationnelles ("fractions de polynômes") sont continues sur leur ensemble de définition (là où le
dénominateur ne s'annule pas). Par exemple r/("r,) : "# est définie et continue pour ::3 - 5r * 0, i.e.

pour ir * 0 et :r + lyF,. On dira que g est définie et continue sur Do : R'i {0, -ti5;n'5}, ou encore sur

I -*; -nÆ[ u l-vfi, oi ulo; rÆ[ ir I rÆ, -- i.
Les composées de racines carrées sont continues sur leur ensemble de définition (là où ce quiesf sous la
racine est positif ou nul). Par exemple h(:r) : \'Jr- : est déf inie et continue pour 3;?r 2 > 0,i.e. :t, è \. Cn
dira que h esi définie et continue sur D1, : il:+x i.

Exercice 1.2 Préciser sur quel ensemble les fonctions suivantes sont définies et continues :

1 /(,,,,,,1,rr t -?; - r. ".. c..-* +* -B**, Ë;; -dfl;;.-*it'**,'L' inrJ'L » - I('
Dr --" r$c" '

) n(r\ - 
5o2+3'it-ff.ï\W:M

4. "même oas'
f*.àoh.a

B. Théorème des valeurs intermédiaires (TVl)

Théorème'1.-tr Soit./ une fonction définie et continue sur un intervalle lerme itLtbl,.
Pour toute valeur À comprise entre .. (o) et /(b), il existe au moins un réel c compris entre a et ô tel que
f Gt- k.
C'est-à-dire que l'équation l(r') : Â" admet au moins une solution dans l'intervalle ia:ô1.
Attention, le TVI assure l'existence d'une solution, mais ne dit rien sur la valeur de cette solution...

Provelbe du jour' : "Pas de continuité, pas de TVI !"

Dn.:

Dk:
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Propriété 1.2 Dans le cas particulier où /(a) el f {b) sont de signes contraires, le TVI a§sure que

l'équation f (r) - 0 admet au moins une solution dans l'intervalle io;Ô].

Propriété 1.3 Dans le cas particulier où / est strictement monotone {strictement croissante ou stricte-

ment décroissante) sur l'intervalle ]o;ô[, alors l'équation admei une solution unique.

-'- i 
f(')

Exemple 1.2 Soit .l : !" - R. déf inie par ./(,r) : il:r2 .- 9r * 2.

Frouver que l'équation l(ri : I admet au moins une solution dans l'intervalle i]:.ll

r Continuité : En tant que polynÔme, ./ est définie el continue sur 1F..

r lmagedes bornesde l'intervalle:/(l) :3 -9 i2: -4 <)
f(3) - ll x I - !l x l'i* 2 :2 > 1

r conclusion : d'après le théorème des valeurs intermédiaires' l'équation /(r) : 1 admet au moins une

solution dans l'intervalle f 1;31.

N.B. : Comme ici il s'agit d'une équation du second dsOré, on peut même la résoudre et trouver lalles

solution(s) exacte(s) (avec À : Ô2 4ar: et r : -'il")
.f (r'1 - -i <+ lJ,r'2 9:r4 2:1++ 3;r2 -9"r+ 1:0
r::j-1.ô:-ll.r':1
-\ àl I J l:{;fi

o .,îi ,.,r : ,t-lltl] hors de l'intervalle car 0.11 < 1 (val.app).

,, - !** est la solution que I'on cherche (env. 2.88)'
li n'y en a qu'une, mais il aurait pu y en avoir plusieurs."..

.)p.-. ..1R."...

1
I

(b) l----- -- - - - - - - - - - -2-t"l / ,

zl-/l
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3. Dérivation

A. Définition, premiers exemples

Définition 1.4 lntuitivement, dire qu'une fonction est dérivable signifie que sa représentation graphique
est "lisse".

Propriété 1.4 Les fonctions polynômes, inverse et exponeniielle sont dérivabies partout où elles sont
définies, ainsi que les fonctions obtenues par somme, produit et composition de ces fonctions.
Attention, la fonction racine carrée n'est dérivable que sur Flx (pas dérivabte en 0), et la fonction valeur
absolue non plus n'est pas dérivable en 0.

_E1gmple 1.3 Exemple de rédaction : "En tant que composée de polynôme et d'exponentielle, la fonction

f {t:1 : ,2,2-) est définie, continue et dérivable sur li'".

Propriété 1.6 Dérivation d'une fonction composée : Pour une fonction composée où / c 11(.r) - .T {glr)),
ona:
{.T ls{.l'l)) - J' {sQ,}) x c/(t:).

Propriété 1.7 Dérivation d'un produrt ou un quotient:(u r r,\t -- y./1: ;11 1;t

/ ,, ll 11 1' trt-'i;l : 
-;-

EryqPle 1.4 Reprise de i'exemple précédent : "En tant que composée de polynôme et d'exponentielle, la

lonction l (") : ,2t:2 t:r est déf inie, continue et dérivable SUr R.".

Vle lR, .l''lv)=-ol't:t+3 x(2,2 ril)':,'r'2+'t <l.r::.l.,,rt'' 3.

EXgrclee "1.4 Pour chacune des fonctions suivantes, rédiger la phrase d'introductron (sur le modèle
précédent) et caiculer la dérivée :

B. Calcul de la dérivée

Propriété 1.5 On rappelle que :

. v,t :.Ir2

'+='-'.+ ' r,etc."
La piupart des Tonctions de références peuvent donc s'écrire sous forme de puissances, et la formule de
dérivation correspondante est '. (tr')t : n.cn |.
La fonction exponentielle se dérive en elle-mêmê '. (x''\/ - s''.

' t!!eX:N y, /g,amr,. .I * fil*ç anff,wrt, .à,!a:ralL.."b,:

4



l{r):(e"+1)2
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W P; i'e{ ; tè!ii:) :; 2ë: (e:+i)

G. Tableaux de variations

Propriété 1.8 On rappelle que :

Soit .l définie et dérivable sur un intervalle I.
o .l est strictement croissante ssi ./''(.r) > Û

o .f est strictement décroissante ssi l'(r) < 0

r ./ est constante ssi /'i.t;1 : f i

[étude du signe de la dérivée permet donc de dresser le tableau de variations de la fonction.

p11nr'étrrdi.er le signe de /'(r). i1s sera souvellt pcrtit:.etrt de iacl,oriser *"on exptession.

Proverhe du jour : "Qui dit signe dit factorisation"

Exemple 1.5 Soit .T {ù : :r3 - 3.r,'2 * 2:r' - 3. En tant que polynÔme, ./ est déf inie, continue, dérivable sur F'.

v', aR, j'l,r) :3:r2 - 6r * 2. Pour i'étude du signe, se éférer au chapitre "Second degré" du cours de

première.A: (-6)' J x jix3- 12. vT- tT1-2".8.
^. O :rJ 3-i'l:tl 6 - I -.

."r:,o{t: +yI
Le polynôme est du signe de son coefficient dominant u : iJ > 0 à l'exIérieur des racines .r'1 êt:r;2.

D'où le tableau de variations :

J.

:".'2.;:..è.'.

(

"!!â;^tfu
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Exercice 1,6 La trypsine est une enzyme digestive quia pour but de digérer les protéines. Son efficacité lors
de la digestion dépend du pH r du duodénum, selon la relation :

f @):0.37æ3 -9.3512 *76.51* - 200.95

Le pH est compris entre 6 et 9. Ainsi, r e [6;9].
1. Étudier les variations de la fonction / sur [6;9].

tÀ +a^i y Crj#dr.{ .'tt.a;1,:,,"r.r;,,h;;;'..üi;àUr.'.N.:R- . : :.: ::.

ùèË.-, (:*i =;,.'ô;i+;ià?.:.i;xi.i.di.i'i6,:.sij.=.'.4.ti.i1..'.;À:i;T.*.i*i,:t.i : '

Ai(-i.i,+JÏ;t;; \,tiï.Ïdrt;'.5,'.1.t.{6 :: ::. :::::.::.: :.:: .::: :::..::.:. :. . :

Exercice 1.5 En s'inspirant de l'exemple ci-dessus, dresser le tableau de variations de la fonction
!r-r - 1..3 -.1 .,- -:- lsUrl,intervallel: f_.3rû1..l \.1 t 1, ,t - ,r.r '- I ùut tiltlgrvailg I --

2. Quel doit être le pH du duodénum pour que l'action de la trypsine soit la pius efficace possible ?

-3""':'I"""
:d: : :# l;1: r: ull:::+;: 1: :: ::: : :: ..::.:Â "H

.I..r" :wifr-éy#,jl

a

f)



(b) Parmi i2::31 et ilt:.11, lequel contient o ?

Itt:; iir:i;Àü');;'; 
"d,À'à"J' c ttte 7

3. Délerminer un encadrement de c à 0.ri près.

' ( btr ,*tt{à* àh{e )* a;nl,zf;*t):

_ExerctçÊ 1.7 On considère la fonction / définie sur i0;.11 par :

tuàlof );;1,'*l::; ii,i; Li,+, :#.:.:..; :!::?à *#..;.i
r{.rtt.r

Iai;:T)'trt; ) lrçt = /;6 io

fu#;ykrfu

r@):o'1n2 +'Lxr^*^, 
{ n$Y pra un

af,

-4rt.-

(a) Calculer/(2).Quel estsônsigne?Endéduire,entrelesintervalles[0;2] et12:al lequelcontientla
solution ir.

I I'équation f {"): U admet
. *. éV .w-r.i.*+e-. ..æ

. -ltet*: ;.o,iT.z..{li. :::&*ë . .:.:'*'.€.fLi[f :...

"'2''.(.'a'.«3:.:; : ::
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D. Équation de la tangente

Propriété 1.9 On rappelle que : Pour une fonction.f définie et dérivable sur un intervalie I elct e I,la
tangente à C y au point d'abscisse r-r a pour équation tr1 : .f '(r')t, a) r "i 1«).
Le nombre dérivée .I'(a) est le coefficient directeur de cette tangente.

Exercice 1.8 Déterminer l'équation de la tangente à la courbe de la ionctlon .f (r') : ].i,3 - .t') - 3,r + 1 au

T?ff fii:i f;Ë pg;r,*,. { x e[t'*>.ea,,&'nq*r....a,s.rd4*-tto,rr.. Ê-...

.v?cètLr. . l.'*i;. ii.?-:,. !ri.;:5 . .hi|.,aJ'':i)

" | 2 i ::::fài:=::ft'I:=;# :: :: ::{:"!' l':i:,:.-1.

4. Convexité

A" Définition

Définition 1.5 lntLritivement, dire qu'une fonction est convexe signi{ie que sa représentation graphique
fait un "creux", et dire qu'elie est concave que celle-ci fait une "bosse".
Plus rigoureusement. une fonction convexe est au-dessus de ses cardes, et une fonction concave est
en-dessaus de ses cordes.

L\. B : La pluitart cles fbnt:tit,in-c lle ,qo1rt ui corn'exes. tri cotrcar-es.

B. Lien avec la dérivation

Propriété 1"10 Pour une fonction I dérivable sur I;

o /'est convexe sur 1 ssi ./' est croissante sur /
r I est concave sur 1 ssi l' est décroissante sur /

Si / est dérivable, sa dérivée // est elle aussi une fonction, qui peut éventueiiement être dérivable. Dans ce cas
on dira que / est deur fo'is tl,éri,uable.
La dérivée de /r s'appelle dérivée seconde et se note .f/r.



Propriété 1.11 Pour une fonction I deux fois dérivable sur I :

r .i est convexe sur J ssi .f" > 0 sur I
r .f est concave sur I ssi ./" .: 0 sur I

Exemple 1.6 Soit J Q) : --3r:2 i ;. Étudions sa convexité §ur Rl.

En tant que polynôme, I est définie, continue, dérivable sur lPo.

V.l e R, .f '(t') : -6lr -r- 7. .f' est aussi dérivable en tant que polynÔme.

V;.t: € R., .f " {.,r) : --f). .1" est négative, donc I est concave sur lR.

C. Point d'inflexion

Définition 1.6 lntuitivement, une fonction représenie un point d'inflexion lorsque "si c'était un tobog-
gan. à cet endroit, on décollerait".
Plus rigoureusement, la fonction présente un point d'inflexion si en ce point, la courbe traverse sa tan-
gente.

En rur pointr <f inflexiou, la fonction change de concavitô, la clérivée seconê.change de signe. (rt r,tatrrn,rnt)

Poinl dinllerion

Exercice 1.10 Une entreprise fabrique des bouteilles to,rtes identiques, entre 20 00Û et 70 0Û0 par mois.

Pour une quantité 4 produite, en milliers, on estime que les coüts de production, en milliers d'euros. sont :

c (q) : o.oo5(q - 4a)' * o.1q + 5o

(a) Montrer oue la courbe reorésentative de C admet un point d'inflexion êfi r : 4u. ./, ^ , ^'-' .r.n- W..fr* Pb§,*r..L../.fr. *-{r*r>..auîmr*z./..dr.\.'tz&. .).wr lK -
.1

,où20
1.

(s(70

lonction1.9 Déterminer la convexité



L. 6.1:.'.b' Iat.dï.à H*
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2. On rappelle que le coût marginal esl assimilê à la dérivée du coût total : C"n (.q) - C'(.q).

(a) Montrer que le coût marginal est minimal en -111.

C;,Ii; 0,:ô)t ( q;üOl? l A;,t ,Qt' L;qi; c'Iii
§jW; 1* rw;1::: :: : : : :: : :

:...:..:::lcl'.2b'."... . 
'.".U0'. ". 
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